1. Como P (A|B) =

Exame final nacional de Matemdtica A (2016, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

% & P(ANB) = P (A|B) x P(B) vem que:

1 3 3 1
PANB) == x > =2 _ —
( )=%% 1060 20

Como P (AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B), temos que:
Resposta: Opgao C

. Atendendo as caracteristicas da distribui¢do normal, temos que:

e P(X <10)=0,5
e P(X<T)=PX<10)-P(T< X <10) =
=0,5-0,3=0,2
Logo como a distribuigao normal é simétrica em relagao

ao valor médio e como 7 e 13 sao valores equidistantes da
média (10 — 7 =3 e 13 — 10 = 3), temos que:

P(X>13)=P(X <7) =02

Resposta: Opgao B

. Calculando o valor do limite, temos que:

Cae® %—a ae®%—a axe’—a axl—a O L

lim ) — = —3 — = = = — (Indeterminagao)

z—a X% —a a’ —a a—a a—a 0
. aet % —qa . a(e®*=1) . a er~e -1 . a Loerte—1
lim ———— = lim ——————~ = lim X = lim x lim — =
T—a T° — Q x—m(m—a)(m—i—a) z—a \ T + a xr—a z—al + a x—a T — Q

(fazendo y = = — a, temos que se x — a, entdo y — 0)
a . eV —1 a
= x lim =—x1=
a+a y—0 Yy

Lim. Notavel

Resposta: Opgao B



4. Simplificando a expressao dada, temos que:

lim M: lim <f(x)+em_z>: lim M—F lim i— lim r_

T——00 a5 T——00 x az x T——00 I T——00 I T——00 L
+
= lim @—1—0—— lim 1= Ilim @—1—0—1: lim M—1
rT—>—o0 I —00 T—>—00 rT—>—0o0 I rT—>—o0 I

Pelo que:

im F@*F L i Ol m ¥ e m 1@,

T——00 €T T——00 I T——00 I T——00 I

Como o dominio da fungao é R™, entao o declive da assintota do grafico de f, é: m = lim M =F)

T——00 I

Resposta: Opgao D

5. Identificando as medidas relevantes para o calculo da drea do trapézio, temos que:

e a base menor é a ordenada o ponto P, ou seja, OP =1

e como R ¢é um ponto do quarto quadrante, entao temos que cosa > 0, pelo que a altura do trapézio
[OPQR] é: PQ = cosa

e como R é um ponto do quarto quadrante, entao temos que sen a < 0, pelo que a base maior do
trapézio [OPQR] é: QR =1+ (—sen o) =1 —sen «

Desta forma, a area do trapézio é:

OP R — 1+1-5s 2—
Aoron = %Q « PO = ¥ xcosa = 2750 o =
2cosa — sen o cos o sen & cos &«
= =cosx — ————
2 2

Resposta: Opgao D

6. Escrevendo o nimero complexo —3 na forma trigonométrica, vem —3 = 3 cis (—m)
Desta forma, temos que:

z=—3cisf = 3cis(—7) x cisf = (3 x 1)cis(—m +6) = 3cis (0 — )

3 3
Logo, como 6 € ]W,; [, entdo ™ < 0 < 57 pelo que:

3
7r—7r<9—7r<77r—7r <:>0<9—7T<g

i
Ou seja, arg(z) € }0,5 {, logo a imagem geométrica do nimero complexo z é um ponto do primeiro

quadrante.

Resposta: Opgao A
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7. Como a soma dos angulo internos de um triangulo é 180°, e o triangulo é isésceles (B/IC = AC’B),
podemos determinar a amplitude do angulo CBA, ou seja, a amplitude do angulo formado pelos vetores

BA e BC: A
CBA =180—2 x 75 =180 — 150 = 30°

—
Desta forma valor do produto escalar BA . B? é:

BA . BC = | BA| x | BE]| x cos (BANBE) = v x V2 x cos30° = 2x X2 = V5

Resposta: Opgao C

8. Calculando os limites das duas sucessoes vem que:

o tim () = tim (F2F3Y i (P4 3 i (B4 3
) =80 o ) T g, Ty ) T 2 T e,

3
Como a sucess@o | — | é um infinitésimo, entdo, lim ( = + — | = =
2n 2 2n 2

e lim (v,) = lim (m (1+%)n> —In <lim (1+%>n) —In (hm <1+ %)TL) =Ine=1

Assim, vem que:

=1 k=2

DO |

lim (u,,) = lim (v,) <

Resposta: Opgao B
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GRUPO 11

1. Escrevendo —1 + v/3i na f.t. temos —1 + /3i = pcis «, onde:

o p=|—-1+V3i|=/(-1)*+ (V3) = VI+3=vi=2

3
o tga = == —V/3: comosena >0 e cosa < 0, o é um angulo do 2° quadrante, logo
T 3m 7w 27
oO=M"T—"—=———= —
3 3 3 3

27
Assim temos que —1 + v/3i = 2cis X pelo que podemos simplificar a expressao do niimero complexo z;:

i 2 2
21=8LS297T=§cis (9—;) =4cis (9—;)

2cis —
(3153

2

Como Arg (w) = — Arg (w) e [w| = |w|, vem que: Z7 = 4cis ( <6‘ — 3)) =4cis <2; — 9)

Logo:
2 2 2
Z1 X 22 = 4cis (;—9) X cis(20) = (4 x 1) cis (;—9—!—29) =4cis (;4—9)

Para que Z1 X 22 seja um numero real, entdo Arg (zZ7 X 20) = km, k € Z
Atribuindo valores a k, vem que:

2 2
e Se k=0, entdo Arg (z1 X 22) =0 < §+9:0 @G:fg,(ﬂﬂo,ﬂ[)
2 2
e Se k=1, entdo Arg (Z1 X 22) =7 & %4—9:77 & Ozﬂ—g & 0:%,(06]0,77[)

2 2 4
e Se k=2, entdo Arg (Z1 X 23) =27 & §+9=27T<:) 92271'—% & QZ?W,(@%]O,#[)

s
Assim, o valor de 6 €]0,7[ para o qual Z7 X z2 é um nimero real é § = 3
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2.1.

2.2.

3.1.

Identificando os valores que a variavel X pode assumir, e calculando as respetivas probabilidades,
temos:

e 1 - correspondente & extracdo de duas bolas com o ndmero 1 (1 x 1);

10y 1
PX=1)= o ==
( ) =56, = %
e 2 - correspondente & extracdo de uma bola com o nimero 1 e outra com o nimero 2 (1 x 2);
1C1 % 401 4
PX=2=—2"“1_"_"
( ) 5 9

e 4 - correspondente & extragdo de uma bola com o nimero 1 e outra com o nimero 4 (1 x 4), ou,

correspondente & extracao de duas bolas com o nimero 2 (2 x 2);
ic, Cix C 5
p(X:4):9J+%:7
Co Cs 18
e 8 - correspondente & extragdo de uma bola com o nimero 2 e outra com o nimero 4 (2 x 4);
40 X 101 1
P(X=8)=—"1"_“"_"_
( ) 5y 9
(como s6 existe uma bola com o nimero 4, nao é possivel considerar a extracao de duas bolas com o
nimero 4)

Logo, a tabela de distribuicao de probabilidades da varidvel aleatéria X é:

4

g

| = —

O | =~ [\
ot

Ol =1 oo

Para que o nuimero seja impar o algarismo das unidades deve ser 1 (porque é o dnico ntimero das
bolas que é {mpar). Assim, dos 9 algarismos do niimeros, apenas 8 podem ser ocupados pelas bolas
com os numeros 2 e 4.

Selecionando 4 das 8 posigoes (disponiveis) do nimero para serem ocupadas por bolas com o nimero
2, temos 8C, hipéteses, e selecionando 1 das 4 posicoes disponiveis (excluindo a posicao das unidades
e as posigoes ocupadas pelas bolas com os niimeros 4), temos *C; = 4 hipéteses diferentes.
As restantes posicoes serao ocupadas pelas bolas com os nimeros 1, pelo que a quantidade de nimeros
impares que é possivel obter, é:

80y x 4 =280

Como o ponto A tem cota 1, estd a distdncia 1 do plano
xQOy, pelo que o raio da superficie esférica de centro no ponto
A e que é tangente ao plano Oy tem raio 1.

Assim, a equacao da superficie esférica é:

- (CDP+E-1)°+(-1°=1" &

s+ ?+@w@-1)2+(-1)%=1

A 4
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3.2. As coordenadas do ponto V podem ser determinadas pela 'S
intersecao do plano BC'V e da reta perpendicular a base
da piramide que contém a projecao vertical do ponto V no
plano zOy
Esta reta pode ser definida como a intersecao dos planos
mediadores dos segmentos [AB] e [BCI:

r=—-2ANy=2

E assim, fazendo a substituicao na equacdo do plano BCV,
calculamos a cota do ponto V:

(4
7

32)+2=10< 2=10—6 < 2=4 0 y

Ou seja, as coordenadas do ponto V sao (—2,2,4)

3.3. Determinando as coordenadas do vetor 1@, temos:
AC=C—A=(-331)— (-1,1,1) = (=3 (=1),3 — 1,1 — 1) = (=2,2,0)

Como o plano « é perpendicular a reta AC, o vetor /ﬁ ¢ um vetor normal do plano «, pelo que a
equagao do plano « é da forma: o : —2x +2y+0x z4+d =0

Substituindo as coordenadas do ponto P (que pertence ao plano «), calculamos o valor do parametro
d, e determinamos a equacao do plano «:

—2(1)+2(-2)+0x(-1)+d=0«< —2—-44+0+d=0< —64+d=0< d=6
a:—2x+2y+6=0& —ax+y+3=0

Assim, a intersecao do plano « e do plano BC'V, é a reta definida por:

—x+y+3=0 y=x—3 y=z-3

3y+z2—-10=0 y=10—2z Y=

Escrevendo umas equacgoes cartesianas da reta vem:

10—z x—3 y—0 —(2-10) x—3 y—0 2z-10
_3: — = =] = =
v V=73 T 1 1 3 71 1 =3

Pelo que, podemos identificar um ponto da reta, R(3,0,10), e um vetor diretor U = (1,1,-3). E
assim, uma equacao vetorial desta reta, é:

(z,y,2) = (3,0,10) + A(1,1, — 3), A € R
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4.1. Comecamos por determinar a expressao da derivada da funcao h, para calcular os extremos da fungao:

/!

B'(t) = (20 + % cos(2mt) + t sen (27rt)>/ = (20)" + (;ﬂ cos(27rt)> + (tsen (27rt))l —

= 0 5 (cos(2mt))' + (¢) sen (2mt) + ¢ sen (27))’ =

= %(—(2%7&)’) sen (27t) + 1 x sen (27t) + t(27t) cos(2nt) =

1
= 2—(727r) sen (27t) + sen (27t) + t(27) cos(2nt) =
™
= —sen (27t) + sen (27t) + t(27) cos(27t) =
= 2t cos(27t)
Calculando os zeros da derivada, no dominio da funcao ([0,1]), vem:

2rtcos(2nt) =0 & 2rt =0 V cos(2nt) =0 & t =0 V cos(2nt) = cosg =

s km
— kel &
2><27r+27r <

<:>t:0\/27rt:g+k7r,k€Z<:>t:0\/t:

1 k
St=0Vi=-+—-keZ
4 + 2’
Atribuindo valores a k, calculamos os valores de t compativeis com o dominio da fungao:

e Se k=0, entao t =

4
11 1 2 3
k=1, entdot=-4+-=-+-="
e Se , entao 1 + 5= 1 + 11
13
Pelo que o conjunto dos zeros da fungao é i }, e assim estudando a variagao do sinal da derivada

e relacionando com a monotonia da funcao, vem:

t 0 1
R(t) | 0 + + +
h(t) | min | —" Mix | T~ min | — Méx

Assim, calculando o valor dos minimos relativos e maximos relativos, temos que:

[«>BN N
O |elw

1 1 1
e h(0) =20+ — cos(2m x 0) + 0 x sen (2w x 0) =20 + — cos(0) + 0 =20+ —
27 2m 2m

r ()l () o o () -

1 T 1 T 1 1 1
:20—}——608(7)4-78611 (f)=20+—><0+7><1=20+1
iy

2 2 4 2 27 4
3 1 3 3 3
° h(4> :20—1—%005 (27r>< (4)) —&—1 X sen (27r>< (4)) =
1 s 3 3T 1 3 3
O+2Wcos<2)+4sen<2) 0+27T><0+4><( ) =20 1
h(1) = 20 + — cos(2m x 1) + 1 x sen (27 x 1) = 20+ — x 140 = 20 + —
[ ] = o = _— = —_—
5 cos(2m sen (27 5 o
3 3 3 77
Comoh(4> < h(0), temos que o minimo absolutoém:h(4> :20_1:Z
1 o . 1 1 81
Como h 1 > h(1), temos que o maximo absoluto é M = h 1 :20+Z:Z
E assim, o valor da amplitude de oscilagao é:
A=m-n=8_T_2_,
4 4 4
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4.2. Representando na calculadora o gréfico da funcao h e
a reta de equacao y = 19,5 na janela compativel com o Yy
dominio de h e com y € [19,21], obtemos o grifico se
reproduz na figura ao lado.
]| | freesesasssssamsasnansassssasnonasessasnsnsasaseasoay ;
Recorrendo a fungdo da calculadora que permite :
determinar valores aproximados de um ponto de in-
tersegao de dois graficos, determinamos os valores das
abcissas (com aproximagao as milésimas) dos pontos do
grafico de h que tém ordenada 19,5, ou seja, os valores
de a e de b:

a = 0,606 e b~ 0,877 19,5

E assim, o valor de b — a arredondado as centésimas, é:
19

b—a=0,877—0,606 ~ 0,27

No contexto da situacao descrita, o valor de b—a é a duracao do intervalo de tempo em que a distancia
do ponto P do tabuleiro a um ponto fixo foi inferior a 19,5 metros; ou seja, que, durante o minuto em
que durou a medi¢ao, o ponto P esteve a menos de 19,5 metros de distancia do ponto fixo durante
0,27 minutos, aproximadamente.

5.1. Temos que:

_ o f@) - f(=1) L fle) - f(=D)

Recorrendo a expressao algébrica fungao derivada de f, vem que:
p=f(-)=e ' (-1’ +(-D)+1)=e'(1l-1+1)=e'x1==

Logo, vem que:

Como p € o valor da fungao derivada de f no ponto de abcissa —1, entao p é o declive da reta tangente
ao grafico da funcao f no ponto de abcissa —1

E assim, o simétrico do inverso de p, ou seja, o valor de g, é o declive de uma reta perpendicular a
reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa —1
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5.2. Para estudar o sentido das concavidades do gréfico e a existéncia de pontos de inflexao, comegamos
por determinar a expressao da segunda derivada:

F@) = (F@) = (€ (@ +a+1)) = () (@ +a+ 1)+ (@ +a+1) =
=e"(2®+z+1)+e"2z+1)=€"(2®+x+1+20+1) =€ (2° + 32 +2)
Como os pontos de inflexao sao zeros da segunda derivada, vamos determina-los:

fl@)=0 & " (a°+32+2) =0 =0 Va’+3z+2=0 &
Eq. Imp.
—34 /32— 4(1)(2)
& x = 5 Sr=-2Vze=-1

Assim, estudando o sinal da segunda derivada para relacionar com o sentido das concavidades, vem:

T —00 —2 —1 400
e” + + + + +
22+ 3z +2 + 0 - 0 +
f(z) + 0 — 0 +
f(x) N~ |Pt.1L| /N |Pt.L| N

Logo, podemos concluir que o grafico de f:

e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo |—2,1[
e tem a concavidade voltada para cima no intervalo | — 0o, — 2[ e no intervalo | — 1, 4+ oo
e tem dois pontos de inflexdo cujas abcissas sao, respetivamente, —2 e —1

6.1. Como f é uma funcdo continua em | — oo, — 1] e em |1, + oo (porque resulta de operagdes entre
fungoes continuas neste dominio), entdo as retas definidas pelas equagbes * = —1 e x = 1 sao as
Unicas retas verticais que podem ser assintotas do gréafico de f.

Para averiguar se estas retas sao assintotas do grafico de f, de acordo com o dominio da funcao,
vamos calcular:

s (n(552)) < (350 < () -

z—1 1t -1 0t
. Ihj?+f(m) th{lJr (ln (a:+1)> 1n<1++1> 1n< > ) In(0") 00

Como ambos os limites sao infinitos, as duas retas sao assintotas do gréafico de f e néo existem outras
assintotas verticais.
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6.2. Determinando o declive da reta que contém os pontos de abcissas —a e a, vem que:

s ") " (E) () (Getn)

m = = =

a—(—a) a+a 2a
1 1 a—1 a—1\"" 1 1
a— a+ — — a — a' =
1 —1 1n< )—m < ) 1 —(-1)1
_n(a+1) n<a_1>_ a+1 a+1 _n PN (=1)In at1)
N 2a N 2a B 2a B
In a—1 in a—1 N a—1 In a—1
B a+1 a+1l) a+1l) a+1)  fla)
B 2a N 2a N a a
_ . _ fla)
Logo a equacao da reta é da formay—Txac+b

Como o ponto de coordenadas (a, f(a)) pertence a reta, podemos substituir estas coordenadas e
o valor do declive, na expressao geral de uma reta, para determinar o valor da ordenada na origem:

f) =1 s & f@) = @+ & s@) - fla)=b & 0=

Como a ordenada na origem é zero, podemos concluir que a reta passa na origem do referencial.

@mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2016

