Exame final nacional de Matemdtica A (2015, 1.2 fase) @

Proposta de resolucido

GRUPO 1

1. Escolhendo os lugares das extremidades para os dois rapazes, existem 2 hipdteses correspondentes a uma
troca entre os rapazes.
Existem ainda “A; = P, = 4! hip6teses para sentar as 4 raparigas nos 4 bancos, ou seja, 4 elementos
organizados em 4 posicoes em que a ordem é relevante.
Assim, o niimero de maneiras de sentar os 6 amigos é

2 x 4! = 48

Resposta: Opgao C

2. Como P(B) =1—- P (B) = P(B) — P(AN B) vem que P(B) =1-10,7=0,3
Como P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB) & P(ANB) = P(A)+ P(B) — P(AU B), temos que:
P(ANB)=0,4+03-0,5=0,2
Finalmente, pelas leis de De Morgan, temos que:
P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=1-02=08

Resposta: Opgao C

3. Usando as propriedades dos logaritmos, temos que

k
log; (%) = logy(3*) —logz 9 =k x logg3 —2 =k — 2

Resposta: Opgao B



4. Como limu, = lim (n?) = (+00)? = +o0, entdo

11 1 1 1
limf (up) = lim f(z)= lim (+”): lim -+ lim ﬂzf+0=o+o=0
(o]

r——+00 r—~400 r—+oo r—4oo I

Graficamente, na figura ao lado, estdo representados 4
alguns termos de (u,) como objetos, e alguns termos
da sucessao das imagens f(u,), que tendem para zero,
quando o valor de n aumenta.

Resposta: Opgao A

5. Como na figura estd representado o circulo trigonométrico, temos que:
OC=1a, AB=sena, OB =cosa e tga=CD

Temos que a drea do quadrildtero [ABC D] pode ser obtida pela diferenca das dreas dos tridngulos [OC D]
e [OAB],
OC xCD OBxAB

2 2

AjaBep) = Ajoas) — Ajocp) =
Assim, vem que

sen (2ar)

11X tga cosa X sena  tga 2 X sena Xcosa  tga  sen (2q)

A = = — _ e =
[4BCD] 2 2 2 2 x 2 2 4
Resposta: Opgao B
6. A linha é defina pela conjuncao de duas condigGes, cujas repre- Im(z) 4

sentacoes graficas no plano complexo sao:

e a circunferéncia de centro no afixo do nimero complexo
z=—4+4dieraio3 (|z+4—-4i|=3 & |z — (4+4i)|=3)
e aregiao do 3° quadrante limitada pelo semieixo imaginério po-

.. . . T 3=\ | x----- -1 45
sitivo e a bissetriz dos quadrantes pares 3 <arg(z) < 2> !

Assim, a linha definida pela conjungao é uma semicircunferéncia de
raio 3, cujo comprimento C' é o semiperimetro da circunferéncia de
raio 3: ‘

CZ%Z?:WT:&T —4 0 Re(z)

Resposta: Opgao C
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A 180
7. Como o tridngulo [ABC] é equildtero, temos que CBA = = = 60°, ou seja a inclinagao da reta AB é

60°, pelo que o declive correspondente, map, é

map = tg(60°) = V3

Assim, temos que a equagao reduzida da reta AB é da forma

y=+V3z+b yA
Como o ponto A(1,0) pertence & reta, podemos calcular o valor de A
b, substituindo as coordenadas do ponto A na condigdo anterior:
0=vV3x1+b e —V/3=0
Pelo que a equacao reduzida da reta AB é B A60° C
y=ir 3 of A '
Resposta: Opgao D

8. Recorrendo & defini¢do da sucessao (u,,) temos que

® U =a
o Uy =—3u; +2=—-3a+2
o uz=—-3up +2=-3(-3a+2)+2=9%—-6+2=9a—4

Resposta: Opgcao B
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GRUPO 11

1. Temos que "9 = ¢4*4+3 =3 = 4

Pelo que, escrevendo o numerador da fragao que define z na forma trigonométrica vem que

24219 =24 2(—i)=-2-2i=pcisa

Em que
. p:\/(72)2+(f2)2:\/4+4:\/§:2\/§
) )
o tga = == 1; comosena <0 e cosa <0, a é um angulo do 3° quadrante, logoa:7r+£ = Zﬂ

5
Logo o numerador da fracdo que define z é 2v/2 cis %, pelo que

. 5w
= —24 27 = 2\&CISZ = 2\@cis (57T _‘9> = 2cis (57T _9)
V2cis®  2cisf V2 4 B 4

. o T
Como z é um imaginério puro se Arg(z) = 5 + km, k € Z, vem que

% 57 5t 2w
T_G_§+Im kel & _0__I+2+k7r kel & —0= —I+Z+kwkeZ@

& —92—%4—/{#,]@62 & 9:?%—1677,/462
Como 6 €]0,27[, podemos atribuir a k os valores do conjunto {—1,0} e calcular os valores de 6, para os
quais z é um imagindrio puro:

3T 3n 4Am  Tm

. Sek:_l’emaoazZ_(_I)XW:Z—’—Zzz

3 3
° Sek:(),entéuoﬁzzﬂ-—O><7r:Z7T

2.1. Considerando a experiéncia aleatdria que consiste em escolher, ao acaso, um funcionario da empresa,
e 0s acontecimentos:
M :<0O funcionario ser mulhers
C:<O funciondrio residir em Coimbra>
Temos que P (C) = 0,6; P(M) =P (M) e P(C|M) =0,3

Assim, organizando os dados numa tabela obtemos:
e PC)=1-P(C)=1-06=04
P(M):l—P(M) & PM)=1-PM) &

P(M)=P(M) =
& P(M)+P(M)=1 & 2P(M)=1 & P(M) =0, M M
e P(CNM)=P(M)xP(C|M)=0,5x03=0,15 C 0,05 0,4
e P(MNC)=P(C)-P(CNM)=0,6-0,15=0,45 o 045 | 0.15 | 06
e P(MNC)=P(M)—-P(D)=0,5-045=0,05
05 | 05 | 1

Assim, calculando a probabilidade de o funciondrio escolhido ser mulher, sabendo que reside em
Coimbra, e escrevendo o resultado na forma de fragao irredutivel, temos
P(MnC) 0,05 5 1

PMIC)=—pEy ~ 04 10" 3
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2.2. Determinando a probabilidade com recurso a Regra de LaPlace, calculamos o quociente do ntimero

3.1.

5/10

de casos favoraveis pelo nimero de casos possiveis, sendo os casos possiveis equiprovaveis.

O numero de casos possiveis é o nimero de grupos que podemos formar com 3 funciondrios es-

colhidos de entre os 80, como a ordem é irrelevante, corresponde a 80Cy

Como a empresa tem 80 funciondrios, e 60% residem fora de Coimbra, entao 40% residem em Coim-

bra, ou seja, 80 x 0,4 = 32 funcionérios residem em Coimbra.

Assim, se ao niimero total de grupos de 3 funciondrios (*°C3) subtrairmos o nimero de grupos for-
mados por 3 funcionarios que residem em Coimbra, escolhendo grupos de 3, de entre os 32 residentes
em Coimbra, (*2C3), obtemos o ntimero de grupos de 3 funcionarios em que pelo menos um vive fora
de Coimbra, ou seja, o numero de grupos de 3 funcionarios em que, no maximo 2 residem em Coimbra.

Assim, recorrendo a Regra de Laplace, a probabilidade de escolher, ao caso, 3 funciondrios da em-
8OC

presa, e entre esses funciondrios, haver no maximo dois a residir em Coimbra é igual a

A distancia do centro da esfera ao ponto P, no momento em que se inicia o
movimento, em centimetros, é

d(0) =104 (5 —0)e %%*0 =104+ (5)e* =10+ 5x 1 =15

Como, , no momento em que Se inicia o movimento, o ponto da esfera
mais afastado do ponto P estd a 16 cm (do ponto P), o raio da esfera,
em centimetros, é

r=16—-d(0)=16—-15=1

3

Pelo que, calculando o volume da esfera em cm®, e arredondado o resultado

as centésimas, temos

4 4 4
V:§7rr3:§7rx13:§%4,19
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3.2. Para determinar o instante em que a distancia é minima, comegamos por determinar a expressao da
derivada da funcao d:

d'(t) = (10 + (5 — £)e %) = (10)' + (5 — )’ x e 4 (5 — 1) x (e7*%) =
=0+ (=1)e” % 4 (5 —t) x (—0,05t) €005 = 7005 4 (5 _ 1) x (—0,05e~ %) =
= —e 005 _ 0 95¢70:05 1 0 05te=005¢ = ¢=0:05¢(_1 _ 0,25 4 0,05t) = e~ %05 (—1,25 + 0,05t)
Calculando os zeros da funcao derivada, com t > 0 vem:
dt)=0 < e 99 (—1254+0,05t) =0 < ¢ %" =0 v —1,254+ 0,05t =0 <
N—_——
Eq.Imp.

1,25
0,05

Estudando a variacao do sinal da derivada e relacionando com a monotonia da fungao, vem:

& t=25

& 0,05t=125 & t =

t |0 25 +oo
d@) | — = 0 +
dt) |15 | ™~ |min| —

Assim, como a fungéo d é decrescente no intervalo ]0,25] e crescente no intervalo [25, + co[ podemos
concluir que a distancia do centro da esfera ao ponto P é minima, quando ¢t = 25, ou seja 25 segundos
apds se iniciar o movimento.

1
4.1. Como f é uma funcao continua em R — ¢ (porque ambos os ramos resultam de operagoes entre
2

fungoes nos respetivos dominios em que estao definidos), entao = = 3 é a unica reta vertical que

pode ser assintota do grafico de f

1
Para averiguar se a reta de equagao r = 3 é assintota do gréfico de f, vamos calcular lim f(x) e

z—1t
lim f(x):
z%%f
1 1 3 3In2
. m1_1>n%1+ (@) = zl_1>r{1+((x—|— l)Inz) = (2 + 1) ln§ = i(lnl —In2)=— ;

T T 1 1
— — — 0 0
e lim f(z)= lim - Ve = lim & ve - &= = — (indeterminagao)
@1~ 1= 20—1 a—i= 22 —1 9 1 1 1-1 0
2
1 1 1= - _
(fazendoy:a:fi,temosm:erg;esex%5 ,entdo y — 07)
x _ T _ gl 1 y T 1
lim f(z) = lim S YC o gy S Ve g, @TRoer g eXeroer
z—1- esi= 221 =3 g (1 y—=0—  2(y) y—0- 2y
2
:hmwzhm éxey—l :ﬁhmey_lzézﬁ
y—0- 2y y—0— \ 2 Y 2 y—0- Yy 2 2

Lim. Notével

Assim, como lim+ f(x) e lim f(z), sdo ambos nimeros reais, concluimos que a reta de equagao
z—1 =17
2 2

r . . ~ . , .
T = 3 nao é assintota vertical do grafico de f (e que nao existe qualquer outra assintota vertical).

@mat.absolutamente.net


http://mat.absolutamente.net/joomla/index.php/recursos/exames-e-testes-intermedios/matematica-a#2015

1
, + 00 {, comecamos por determinar f/ em } 3 + oo [:

[N

4.2. Para determinar f” em]

z+1

f@)=(z+1)he) = (@+1)Inz+ (¢ +1)(Inz) = (1 +0)(Inz) + (z + 1) (é) =Inz +

Assim, vem que

1 1) (z) - 1 1 0-1x1 1
_1 W mix@) 1 S U A
x x

1 1
Para determinar o sentido das concavidades em } 2’ + o0 [, vamos estudar o sinal de f” em ] 2’ + oo [ :

1
f"(;z;)=0<:>””x2 =0 2-1=0A 2240 ©az=1

P.V, pq.z>1

Assim, estudando a variacao de sinal de f” e relacionando com o sentido das concavidades do grafico

de f, vem:
48 % 1 400
z—1 — 0 aly
z? + + +
f(z) | nd. - 0 +
f(@) | nd. VRS Pt. L. N

Calculando a ordenada do ponto de inflexao, temos:
fA)=1+1)nl1=2x0=0
Logo, podemos concluir que o grafico de f:

1
e tem a concavidade voltada para baixo no intervalo ] 5,1 [

e tem a concavidade voltada para cima no intervalo |1, 4+ oo
e tem um unico ponto de inflexdo de coordenadas (1,0)
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1
4.3. Como, no intervalo [2, + oo[ a funcao f resulta

de operagoes sucessivas de fungoes continuas
é uma fungao continua neste intervalo, e, por

isso, também é continua em [l,e], porque C.A.
1
[Le]C{Q,HX{- f)=1+1)m1=2x0=0

Como 1 < 3 < e+ 1, ou seja, f(1) < 3 < f(e),
entdo, podemos concluir, pelo Teorema de Bol- | f(e) = (e+1)lne=(e4+1) x1=e+1~ 3,72
zano, que existe ¢ €]1, e[ tal que f(c¢) = 3, ou seja,
que a equagdo f(x) = 3 tem, pelo menos, uma
solugdo em |1, e[, ou seja, a equagdo f(x) = 3 é
possivel em |1, e[

Desta forma, visualizando na calculadora grafica o grafico da
fungdo f, numa janela compativel com o intervalo |1, e[, e a reta
y = 3 (reproduzidos na figura ao lado), podemos observar que a
equagao f(x) =3 tem uma tunica solugao no intervalo dado.

Usando a funcdo da calculadora para determinar valores
aproximados das coordenadas dos pontos de intersecao de dois
graficos, obtemos um valor aproximado da abcissa do ponto
de intersecao dos dois graficos, ou seja, a solugao da equagao
f(x) = 3, cujo valor numérico, aproximado as centésimas, é 2,41

5.1. Pela observagao da equagao do plano «, temos que um vetor normal é @ = (1, — 2,1)
Assim, um plano paralelo ao plano «, pode ser definido & custa de um qualquer vetor colinear com
i, e em particular, & custa do mesmo vetor, pelo que uma equacao de um plano paralelo a « é

r—2y+z+d=0, (deR)

Como se pretende que o plano contenha o ponto A(0,0,2), substituindo as coordenadas do ponto A
na expressao anterior, vem

0-20)+24+d=0< 2=d < d=-2
pelo que uma equacao do plano que passa no ponto A e é paralelo ao plano a;, é
z—2y+2—-2=0

5.2. O raio r, da superficie esférica da qual o segmento de reta [AB] é um didmetro, é igual a metade da
distancia entre os pontos A e B. Calculado a distancia e depois o raio, temos

AB=+/(4— 02+ (0-02+(0—-22=vI6+0+4=v20=vIx5=122x5=2V5

AB 25
_AB _2vV5 _ NG
2 2

O centro da superficie esférica é ponto médio do didmetro, ou seja

4+00+00+2
M[AB] = ( 2 y 2 9 2 ) = (2,0,1)

pelo que, uma equagdo cartesiana da superficie esférica da qual o segmento de reta [AB] é um
diametro, é

r

-2+ @w-02+(:z-1)?2 =52 o (-22%+12+(z—-1)%=5
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5.3. Como o ponto B tem de coordenadas B(4,0,0), entdo de acordo com as indicagdes do enunciado, as
coordenadas do ponto P, sao (4,b,0),b € RT (abcissa 4 porque tem abcissa igual ao ponto B, e cota
zero porque pertence ao eixo xOy).

Pelo que,

o AB=B— A= (4,0,0) — (0,0.2) = (4,0, - 2) e

HTéH = V21 02+ (—2)2=vI6+0+4=20

o AP=P— A= (40) - (0,0,2) = (4,b, — 2),b € R e

Hﬁ”i\/42+62+(—2)2:\/16+b2+4:\/20+b27b€R+

o AB.AP = (4,0, - 2).(4,0, —2) =4 x 4+ 0 x b+ (—2) x (=2) = 16 + 0 + 4 = 20
Temos ainda que o angulo BAP é o angulo formado pelos vetores E e ﬁ e que

cos (zﬁlﬁ) = cosg = 1

2

Assim, recorrendo a definicao de produto escalar, vem que:

AB.AP — cos (ﬁlﬁ) X HﬁH X Hﬁ” & 20 = % X V20 x /20 + b2 &

2

40 40 2 1600

& — =20+ 02 = () =(v/20+12) & — =20+0* &
V20 V20 ( ) 20

& 80=20+b" & 80—-20=0" & £V60=0
Logo, como a ordenada do ponto P é positiva, temos que

b =60

’ **% Outra resolugao: ***

Como a o ponto P pertence ao plano Oy e tem a
mesma abcissa, a reta BP é paralela ao eixo Oy, e
perpendicular ao plano zOz, pelo que é ortogonal (ou

perpendicular a todas as retas contidas no plano, em &
particular é perpendicular & reta AB A
Assim, o angulo ABP é reto, e o triangulo [ABP)]
é retangulo em B N
0] )
~ ™ ~ 7
Como BAP = 3 recorrendo a defini¢ao de tangente de B /
um angulo, temos que P
¢ (ﬂ') _ BP .
®\3)~ 4B

™

3) = \/3, temos que

Como, AB = 2+/5 (ver célculos no item anterior), e tg (

HERC AN

Logo, como o ponto P tem ordenada positiva (e a mesma abcissa que o ponto B e pertence ao plano
20y), temos que as coordenadas do ponto P sdo (4,yp,0) e

yp = 2V15

o 2vV5xv3=BP < 2V15= BP
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6. Temos que

como a reta r é tangente ao grafico da funcao f no ponto de abcissa a, o declive da reta r é o valor
da funcao derivada no ponto de abcissa a (m, = f'(a))
Assim, temos

f'(@) = (1 —cos(3z)) = (1)) — (cos(3z))" = 0 — (— (3z)'sen (3z)) = 3sen (3z)
pelo que m, = f'(a) = 3sen (3a)
como a reta s é tangente ao gréafico da fungao g no ponto de abcissa a + %, o declive da reta s é o
valor da funcao derivada no ponto de abcissa a + % (ms=¢ (a + %)) Assim, temos
g'(z) = (sen (3z)) = ((3z)' cos(3z)) = 3 cos(3z)
pelo que
3
ms =g (a+ %) = 3 cos (3 (a—i— %)) = 3cos <3a+ 67T> = 3 cos (3a+ g) = —3sen (3a)
—sen (3a)

como as retas r e s sao perpendiculares, o declive de uma delas é o simétrico do inverso do declive

da outra (m, = ——
a outra (m ms)
L < 3sen (3a) . < —3sen (3a) x 3sen (3a) 1 & —9sen” (3a) 1&
My = —— n(3a) = — — n (oa n(oa) = — — 11 a) = —
M —3sen (3a)

< sen (3a) \/7<:>sen 3a)

MT[ <a< X entd
o~ N Ouseaf a 7611&0
379 ) 2

& 9sen? (3a) =1 < sen? (3a) =

Nel i

como a é nimero real pertencente ao intervalo 3

3
3xg<3a<3xg¢>7r<3a<§

ou seja, 3a é a amplitude de um angulo do 3° quadrante, pelo que sen (3a) < 0, logo

1
sen (3a) = —3 g.ed
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